1 Grundlagen

1.1  Mafeinheiten und ihre Umwandlungen

Langen

1kmﬂ91mio>1dm—>1cm—>1mm

1 km = 1000 m
1m = 10dm
1dm = 10cm
1cm = 10 mm

Flicheninhalte
1km? 2% 1ha 2% 12 % 1m? 2% 1dm? 22 1cm? 2% 1 mm?
1km? = 100 ha 1m?> = 100dm?
lha = 100a 1dm?> = 100cm?
la = 100 m? 1cm? = 100 mm?
Die Umwandlungszahlist 100.

Rauminhalte (Volumina)
13 1990 1 g3 1099 4 (3 1090 4 o3
1m® = 1000dm? 1cm® = 1ml
1dm®> = 1000 cm? 1dm®* = 11
1cm® = 1000 mm3 110 = 1000 ml

Die Umwandlungszahlist 1000.

Gewichte (Massen)

1tﬂ?1kg£0919ﬁ?1mg

1t = 1000 kg
1 kg = 1000g
1g = 1000 mg

Die Umwandlungszahlist 1000.
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Zeitspannen

1d = 24h; 1h = 60 min; Imin = 60s
(d bedeutet Tag, h bedeutet Stunde)

1.2 Bruchzahlen

Gewohnliche Briiche

Gewohnliche Briiche sind z. B.: > ; 7 ; 7 ; 3 ; 3 usw.

Die Zahl iiber dem Bruchstrich heil3t Zdhler, die Zahl unter dem Bruchstrich ist der

Nenner. Der Nenner des Bruches gibt an, in wie viele gleich groRe Teile das Ganze
zerlegt wird. Der Zahler gibt an, wie viele solche Teile davon vorhanden sind.

Gemischte Schreibweise

3 3
2 = bedeutet 2 + =
, bedeute +4
spiele: 23 — p43.8.3_11
Beispiele: 24 = 24—4_4—1-4_4
13

_ 10,3 _,,3_,3
5 a 5+5_2+5 25

Kiirzen und Erweitern

Man kiirzt einen Bruch, indem man den Zahler und den Nenner durch dieselbe na-
tiirliche Zahl dividiert.
oo 03 _ 3:3_1
Beispiel: 27 = 27379
Man erweitert einen Bruch, indem man den Zdhler und den Nenner mit derselben
natiirlichen Zahl multipliziert.
1 1-4_ 4

Beispiel: 9 = 9436

Addieren und Subtrahieren von Briichen

Man addiert (subtrahiert) gleichnamige (gleiche Nenner) Briiche, indem man die
Zahler addiert (subtrahiert). Der Nenner bleibt unverdndert. Ungleichnamige Brii-
che (unterschiedliche Nenner) miissen zuerst gleichnamig gemacht werden.
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10 9 1

Beispiele: + %fﬁ ~5=13

2
6

o |uU1
P
[eJ RN

Multiplizieren von Briichen

Man multipliziert Briiche, indem man den Zahler mit dem Zahler und den Nenner
mit dem Nenner multipliziert.

ispiel: 3.2_6_1
Beispiel: 83-24"%

Dividieren von Briichen

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dem Kehrwert des Bruches multi-
pliziert.

Beispiel:

| w

1.3  Dreisatzrechnung

Bei der Dreisatzrechung muss zwischen proportionalen und antiproportionalen Zu-
ordnungen unterschieden werden.

Proportionale Zuordnungen

Flir proportionale Zuordnungen gilt: Zum Doppelten (Dreifachen, etc.) einer GroRe
gehort das Doppelte (Dreifache etc.) der zugeordneten GroRe.

Zur Halfte (zum dritten Teil etc.) gehort die Halfte (der dritte Teil, etc.) der zuge-
ordneten GroRe.

Beispiel:  Fiir Spaghetti Bolognese fiir vier Personen bendtigt man 480 g Spa-
ghetti. Wie viel g Spaghetti ben&tigt man fiir 7 Personen?

Personen Spaghetti

4 480¢g
A ( ):4

1 120g

7 840g
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Ergebnis:

Flir 7 Personen bendtigt man 840 g Spaghetti.
Noch einfacher ist dieser Rechenweg zu praktizieren:

4 Personen & 480 g Spaghetti
7 Personen < x g Spaghetti

7 Personen - 480 g
4 Personen

x=2840¢

Antiproportionale Zuordnungen

Flir antiproportionale Zuordnungen gilt: Zum Doppelten (Dreifachen, etc.) einer
GroRe gehort die Halfte (der dritte Teil, etc.) der zugeordneten GréRRe

Zur Halfte (zum dritten Teil, etc.) einer GroRe gehort das Doppelte (das Dreifache,
etc.) der zugeordneten GroRe.

Beispiel:

Antwort:

Fiir eine Studienfahrt erhalt ein Kurs einen Fahrtkostenzuschuss.
Wenn alle 30 Teilnehmer mitfahren, erhilt jeder 15,— Euro.

Es fahren aber nur 25 Teilnehmer mit. Wie hoch ist nun der Zuschuss
fiir jeden Kursteilnehmer?

Teilnehmer Zuschuss

30 15,-€
HY ( )-6

5 90,-€

Jeder Kursteilnehmer erhalt einen Zuschuss von 18,— Euro.
Noch einfacher geht es mit diesem Rechenweg:

30 Teilnehmer & 15— €

25 Teilnehmer & xX€

__30Teilnehmer - 15,— €
o 25 Teilnehmer

x=18,— €
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1.4 Binomische Formeln

Man multipliziert zwei Summen miteinander, indem man jeden Summanden der
ersten Summe mit jedem Summanden der zweiten Summe multipliziert.

1. Binomische Formel:

(a+b)?*=(a+b) (a+b)=a®+ab+ab+b?=a?+ 2ab+ b?

Beispiele: (1) (2x+7)" = (2x+7) - (2x +7) = 4x* + 14x + 14x + 49
= 4x* + 28x + 49
(2) (3xy+5)" = (3xy+5)- (3xy +5)
= 9x%y? + 15xy 4 15xy + 25 = 9x°y® + 30xy + 25
2. Binomische Formel:
(@a—b)?=(a—b)-(a—b)=a®—ab—ab+ b> = a® — 2ab + b?
Beispiele: (1) (5y—2)° = (5y —2) - (5y — z) = 25y? — 5yz — 5yz + 2°
= 25y% — 10yz + 2
(2)  (8x—8y)" = (8x—8y) - (8x — 8y)
= 64x% — 64xy — 64xy + 64y°
= 64x% — 128xy + 64y°

3. Binomische Formel:
(@+b)-(a—b)=a*—ab+ab—b* =a* — b*

Beispiele: (1) (y+3x)- (v —3x) =y? — 3xy + 3xy — 9x? = y? — 9x?

(2)  (4x +12) - (4x — 12) = 16x% — 48x + 48x — 144

= 16x% — 144
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1.5 Fldchensdtze am rechtwinkligen Dreieck
(Pythagoras)

1.5.1 Der Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt der beiden Kathetenquadra-
te gleich dem Flacheninhalt des Hypotenusenquadrates.

a*+b*=c
a: Lange der einen Kathete

b: Lange der anderen Kathete
c: Ldnge der Hypotenuse

b2 . a?

CZ

Die beiden Katheten schlieRen den rechten Winkel ein, die Hypotenuse liegt die-
sem gegeniiber.

Beispiel 1: Essoll die Luftlinienentfernung zwischen den Gipfeln des GroRglock-
ners (3797 m) und des Hahnlberges (2634 m) bestimmt werden. Aus
der Landkarte kann eine Entfernung von 7,6 km abgelesen werden.

Luftlinienentfernung

Héhenuntersehied

Kartenentfernung
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Rechnung:

Beispiel 2:

Rechnung:

Der Hohenunterschied der beiden Gipfel betrdagt 1163 m. Gemeinsam
mit der Entfernung von 7600 m kann nun iiber den Pythagoras die
Luftlinienentfernung bestimmt werden.

(1163 m)? + (7600 m)? = x*

1.352.569 m® + 57.760.000 m® = x*

59.112.569 m* =x*  /./

7.688,47 m = x

Die Luftlinienentfernung der beiden Gipfel voneinander betrdgt so-

mit 7,68847 km.

In einer Raute mit einer Seitenldnge von 5 cm ist eine Diagonale
6,8 cm lang. Welchen Flacheninhalt hat die Raute?

Zuerst muss die Lange der anderen Diagonale bestimmt werden.
Gegeben: a=5cm

d=16,8 cm;g =3,4cm
2
(3,4 cm)? + (g) = (5 cm)?
2
(%) = (5 cm)® — (3,4 cm)?
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4]

(§>2 = 13,44 cm’ /\/
e

2:3,67 cm /-2
e=17,34cm

Der Flacheninhalt der Raute ergibt sich nun aus dem Produkt der
Lange der einen Diagonalen multipliziert mit der Hélfte der Lange
der anderen Diagonalen.

A=d-

N

A=68cm-3,67 cm = 24,96 cm?

Die Raute hat einen Flicheninhalt von 24,96 cm?.

1.5.2 Der Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt eines Kathetenquadrates ge-
nauso grofd wie der der Flacheninhalt des Rechteckes aus der Hypotenuse und dem
zur Kathete gehorenden Hypotenusenabschnitt.

a=p-c
=gq-c

p, q: Lange der Hypotenusenabschnitte

b? a?
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Beispiel:  Zu bestimmen ist die Entfernung von dem einen Seeufer zum ande-
ren.

395m . 140m

Rechnung: Gegeben: c=p+g=535m
p=140m

a?=c-p

a®* =535 m-140 m

a® = 74.900 m? I
a=273,68m

Die Entfernung der beiden Seeufer von einander betragt 273,68 m.

1.5.3 Der Héhensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Quadrates iiber der Hohe
gleich dem Flacheninhalt des Rechtecks aus den beiden Hypotenusenabschnitten.

h=p-q

h: Dreieckshohe
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Beispiel:  Essoll die Entfernung von einem Seeufer zum anderen bestimmt wer-

den.
h
13 . 419m
q P
C
Rechnung: Gegeben: p =419 m g=132m c=p+qg=551m
h? = p-q

h? =419 m-132 m
h? = 55.308 m* I/
h = 23518 m

Die beiden Seeufer sind 235,18 m von einander entfernt.

1.6 Trigonometrie

1.6.1 Sinus, Kosinus, Tangens fiir den Bereich 0°<a<360°
Fiir spitze Winkel (im rechtwinkligen Dreieck) gilt:

Lange der Gegenkathete von a g

sme= Linge der Hypotenuse T
Lange der Ankathete von o p
cosa=—-—= =2
Ldnge der Hypotenuse c

tano — Ldnge der Gegenkathete von « _a

Lange der Ankathete von « b
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Hypotenuse

A ¢ B

Fiir den Punkt P, (x; y) auf dem Einheitskreis gilt:

sina =y; cosa=x

Fiir 0° < o < 180° gilt: Fiir 0° < & < 360° gilt:
sin = sin (180° — «) sina = —sin (360° — «)
cosa = —cos (180° — «) cos a = cos (360° — «)
tan a = —tan (180° — «) tana = —tan (360° — «)

Zusammenhange zwischen Sinus, Kosinus und Tangens

sina = cos (90° — «) (sina)® + (cosa)® =1
cosa = sin (90° — «) tanq = 2
cos &

y

\P (cos ot sin or)

1.6.2 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Aus zwei Seiten oder aus einer Seite und einem Winkel lassen sich die {ibrigen Sei-
ten und Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks berechnen.

Weil man jedes beliebige Dreieck mithilfe von Hohen in rechtwinklige Dreiecke zer-
legen oder zu solchen ergdnzen kann, konnen damit auch nicht-rechtwinklige
Dreiecke berechnet werden und somit auch n-Ecke, die wiederum aus Teildreiecken
bestehen.
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2  Analysis
2.1 Funktionen

2.1.1 Definition von Funktionen

Eine Zuordnung f, die jedem a € D mit C R genau einen Wert f(a) € R zuweist,
heilt reelle Funktion. Wir nennen f(a) den Funktionswert von f an der Stelle a.
Istf(a) = 0, soist a eine Nullstelle von f. In der Regel wird f durch den Funktions-
term f(x) gegeben.

Das Schaubild K von f hat die Gleichung: y = f(x).

D heilt Definitionsbereich, die Menge W aller Funktionswerte Wertebereich der
Funktion f.

Die grofRtmdogliche Teilmenge von R, fiir die der Funktionsterm definiert ist, heil3t
maximaler Definitionsbereich.

y
f(d) T
£(0)
K
a tIJ c d X

f(b) 4
D= [0;d]
W= [f(b);f(d)]

Nullstellen: a; ¢

2.1.2 Lineare Funktionen

Eine Funktion vom Typ f mit f(x) = mx + b, x € R (m, b € R) ist eine lineare Funk-
tion.

Ihr Schaubild mit der Gleichung y = mx + b heil3t Gerade. Hierbei ist m die Stei-
gung der Geraden und b der Schnittpunkt mit dem y-Achse (y-Achsenabschnitt).

Beispiele zum Zeichnen von Geraden:
(1) gy = %X +1
(@) gz:yz—ng
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(3)

Zu (1)

Zu (2)

Zu (3)

g3:y=-3

91

93

Da b = 1ist, liegt der Schnittpunkt mit der y-Achse S; (0/1) auf der
Geraden g;. Mit der Steigung m = % geht man von S; aus 3 Einheiten

nach rechts (positive x-Richtung) und 2 Einheiten nach oben (posi-
tive y-Richtung), um einen weiteren Punkt der Geraden zu erhalten.
Kurz: Nenner der Steigung in x-Richtung, Zahler in y-Richtung.

So erhdlt man den 2. Punkt P; (3/3) zum Zeichnen der Geraden.

Aus b = 3 folgt S; (0/3) € g,. Da die Steigung
m=— % ein negatives Vorzeichen hat, geht man dieses Mal 2 Ein-

heiten in positive x-Richtung und 5 Einheiten in negative y-Rich-
tung, also nach unten und erhilt so P, (2/-2).

Aus b = —3 folgt S3 (0/-3) € g3. Da hier die Steigung m = 0 ist, ver-
l[duft g5 parallel zur x-Achse.

Zu beachten:

Fiir lineare Funktionen gilt: f(x + 1) = m(x + 1) + b= mx +m + b = f(x) + m.
Das bedeutet, bei VergréRerung (Verkleinerung) eines beliebigen x-Wertes um 1
wird der zugehdrige y-Wert um die Steigung m groRer (kleiner).

Mit dieser Eigenschaft kann man von einem beliebigen Punkt der Geraden aus-
gehend weitere Punkte erhalten.



34 Analysis

Geradengleichungen

P (x/y) ist ein beliebiger Punkt einer Geraden

Hauptform: g:y=mx+b
m ist die Steigung und b der y-Achsenabschnitt der
Geraden.
Punktsteigungsform: ¢:¥ Y1 —
X — X1
m ist die Steigung und P;(x; /y1) ein gegebener
Punkt der Geraden.
Zweipunkteform: gl _Ye=h

X — X1 X2 — X1
P1(x1/y1) und P2 (x2/y2) sind zwei gegebene Punkte
der Geraden mit x; # x,.

Allgemeine

Geradengleichung: g:ax+by+c=0; abeR,
wobeia A0V b #0

y

Y2

Y1

X1 X2 X

Zwischen dem Steigungswinkel der Weite o(—90° < v < 90°) und der Stei-
gung m besteht die Beziehung: tana = m = Ve =
X2 — X1

Beispiele zum Bestimmen von Geradengleichungen:

(1) gegeben: P(4/3);m = %
. y=3_1,., 3.1 ,_ —3=1y
Punktsteigungsform payiatiad ) 372 (x—4)ey 372x 2
g:y:1x+1



Funktionen

35

(2) gegeben:

Pi(—4/—2);P2(4/4,5)

' y—=(-2) 45-(=2) _ y+2 65
7 f = Y
weipunkteform X—(—4)  4— (-4 x+4 8
y+2_ 13 _13
x4 16 T VT2 K4
13,5
IV =16" "4

Schnittwinkel von Geraden, Orthogonalitiit, Parallelitdt

Zwei Geraden g; und g, mit den Steigungen m; und m, bilden einen Schnitt-

winkel der Weite 5 (0° < 3 < 90°).

mp — my

Dabei gilt: mp—my
abei gilt TT my-m,

tan g =

Die Geraden sind orthogonal (5 = 90°)
Die Geraden sind parallel (5 = 0°)

wennmy - mp # —1

wennmy - mp, = —1
wenn my = m;

92

Beispiel:
rallel)?
q1iy=-5x+1
go:y =0.2x+3
g3ty =4x—2
gaty = —5x—17
ml-mZ:—5-%:—1

m1m3:—54:—20

my = My

R T

Welche der nachfolgenden Geraden sind zueinander orthogonal (pa-

my = =5

my =02 =1
ms =4
my; = —5
911 9.

g1 weder L noch || g3
91194
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mg-m3:%-4:% = g2 weder L noch || g3
mg-m4:—5%:—1 = g2l g4
ms-my, =4-—5=-20 = g3 weder L noch || g4

Léinge und Mittelpunkt einer Strecke

Gegeben sind die Punkte Py (x1/y1) und P, (x2/y2)-

Fiir die Lange der Strecke P1 P, gilt |P1P;| = \/(Xz —x1)2+ (2 —n1)°

Der Mittelpunkt der Strecke Py P, ist M (# /%)

Beispiele:
(1) Wie lang ist die Strecke AB?
Gegeben: A(4/-7); B(—4/8)
AB| = \/(—4 —4)? + (8 —(=7))° = V64 + 225
= /289 = 17LE  (L&ngeneinheiten)
(2) Wo liegt der Mittelpunkt der Strecke RS?
Gegeben: R(3/-2) 5(5/6)

—2)+6
xm:73J2r5:4 ymzi( % =

2 = M(4)2)

2.1.2.1 Beispiele zum Ldsen linearer Gleichungen

(1) 5x —4=2(x—3)+1 & 5x —4=2x—6+1
5x —4=2x—5 |+4—2x
3x =—1 /:3
)

(2) 3(2x+ 1) = 6x = 6x+3=6x /—6x
3=0 L={}

(3) 2x+1) —x=x+2 & 2X+2—x=x+2

x+2=x+2 [—x;-2
0=0 L=R
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2.1.3 Quadratische Funktionen

Eine Funktion des Typs f mit f(x) = ax® + bx + ¢, x € R (a,b,c € R, a # 0) heikt
quadratische Funktion.

Thr Schaubild mit der Gleichung y = ax? + bx + c ist eine quadratische Parabel 2.
Ordnung. b b2
Sie besitzt den Scheitelpunkt S fz—a/c ey und ist fiir a > 0 (a < 0) nach
oben (unten) gedffnet. Fiir |a] = 1 kann man die Parabel mithilfe einer Parabel-
schablone zeichnen.

2.1.3.1 Eigenschaften der quadratischen Funktiony = x% x < R

(Normalparabel)
(@) Der Punkt 5(0/0) ist der Scheitel der Parabel; er fallt mit dem Koor-
dinatenursprung zusammen.
(b) Die Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse.
(c) Fiir alle x mit x < 0'ist die Funktion streng monoton fallend.

Fiir alle x mit x > 0 ist die Funktion streng monoton steigend.
Der Scheitel ist der tiefste Punkt der Normalparabel.

(d) Der Wertebereich der Funktion ist die Menge aller reellen Zahlen y
mity > 0.

(e) Xo = 0 ist die einzige Nullstelle (Schnittpunkt mit der x-Achse) der
Funktion.
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2.1.3.2 Eigenschaften der quadratischen Funktion mity = ax% x ¢ IR

(a)

Der Graph der Funktion y = ax? entsteht aus der Normalparabel

- durch Stauchung mit dem Faktor a in Richtung der y-Achse
mitd <a <1

- durch Streckung mit dem Faktor a in Richtung der y-Achse
mita > 1

- durch Spiegelung an der x-Achse und Stauchung (Streckung) an
dery-Achse mita < 0.

Der Punkt 5(0/0) ist der Scheitel der Parabel.

Die Parabel ist symmetrisch zur y-Achse.

Die Parabel ist nach unten gedffnet, wenna < 0.
Die Parabel ist nach oben ge6ffnet, wenn a > 0.

Die Wertemenge der Funktion ist die Menge aller y mity > 0, wenn
a > 0odery <0,wenna < 0.

Xo = 0ist einzige Nullstelle der Funktion.

6T y=-x2(a=-1)

N7
y=-2x2(a=-2)
-8
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2.1.3.3 Eigenschaften der quadratischen Funktion mity =x?+¢; xc R

(@) Der Graph der Funktion mit y = x® + c entsteht aus der Normalpara-
bel und durch Verschiebung um c Einheiten in Richtung der y-Achse.

(b) Der Punkt S(0/c) ist der Scheitel der Parabel.

(c) Die Parabel ist symmetrisch zur y-Achse.

(d) Die Wertemenge der Funktion ist die Menge aller reellen Zahlen mit
y=0.

(e) Die Funktion besitzt

- zwei Nullstellen, wennc < 0
- eine Nullstellewennc =0
- keine Nullstelle, wenn ¢ > 0.

y=x2+2(c>0)

y=x?(c=0)

y=x2-5(c<0)
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2.1.3.4 Eigenschaften der quadratischen Funktion mity = x?+ bx+¢; xc R

(@) Die Scheitelpunktform der Funktionsgleichung lautet:
y=Kx—d?’+e
Das heilt: Der Graph der quadratischen Funktion entsteht aus der
Normalparabel durch Verschieben von d Einheiten in Richtung der
x-Achse und um e Einheiten in Richtung der y-Achse.

(b) Der Scheitel S hat dann die Koordinaten (d/e) mitd = —g und
_..b

e=c -

(c) Die Parabel ist symmetrisch zu der Parallelen der y-Achse durch den
Scheitel (d/e).

(d) Fiir alle x < d ist die Parabel streng monoton fallend, fiir alle x > d ist
sie streng monoton steigend.

(e) Der Wertebereich ist die Menge der reellen Zahlen y mity > e.

(f) Die quadratische Funktion hat

- zwei Nullstellen, wenne < 0
- eine Nullstelle, wenne =0
- keine Nullstelle, wenne > 0.

y
8__
;1 y=x2
6__
51 y=x2-10x+26
oder
pn y=(x-5)2+1
3__
2__
1 a3
N, (=4/0) N,(0[0) S(511)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -10/|S0OO 2 3 4 5 § X
_1__
2__
y=x2+4xodery=(x+2)2-4
_3__
_4__
S(-2|-4)
-5 1
_6__
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2.1.3.5 Losen von gemischtquadratischen Gleichungen der Form
x2+bx+c=0

Um quadratische Gleichungen der Form x? + bx + ¢ = 0
(oder auch: x* 4+ gx 4+ p = 0) zu |8sen, stehen zwei Verfahren zur Auswahl:

Rechnerische Losung durch quadratische Ergdnzung:

Zuerst formt man die Gleichung so um, dass man den Term auf der linken Seite
mithilfe einer binomischen Formelin ein Quadrat verwandeln kann.

X2 —8x—9 =0 /+9

2
x? — 8x =9 /—}—(—%)

(Quadrat des halben Faktors von x)

X2 — 8x + 4% =94 4%

X2 —8x+16 =9+16 /(2. binomische Formel)
(x — 4)? =25 /v

X—4 =55 /+4

x1 —45+4 =9

X2 =-5+4 = =1

IL={9; —1} (Schnittpunkte der Parabel mit der x-Achse)

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

Falls die Gleichung x? + px 4+ g = 0 Losungen besitzt, erhilt man:

2 2
__P Py _ - _P_J(P) —
n=-2\[(8) -0 w=-2-y/(5) -4

Beispiel 1:

2% —22x+36 =0 /2 (Die Gleichung muss zuerst in die Form
x2 + px + q = 0 gebracht werden.)

x> —11x+18=0 p=-11 g=18

2
X1/2 = —gi (g) —q
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3 Lineare Algebra/Analytische Geometrie
3.1 Vektoren

3.1.1 Vektorenim Raum

Ein Vektor mit drei Komponenten ay, a, und a3 ist ein in Spalten geschriebenes

ai
Zahlentripel: @ = | a,
as

ai

Der Vektor 04 = @ = a, | ist Ortsvektor des Punkte A(ay; az; as).
as
. 0
Der Vektor 0 = | 0 wird als Nullvektor bezeichnet.
0
z
(3. Achse) y (2. Achse)
3T : A(2;3;1)
4 :
s B Y.
2 3 E
/\</
2 p
i P
/\(/
1 L
0 1 2 3 4 X
(1. Achse)

Unter einem Gegenvektor eines Vektors @ versteht man einen Vektor mit der glei-
chen Lénge, aber mit entgegengesetzter Richtung. Man bezeichnet ihn mit — @’

a, —a1 ai
—d=-|a|=|-a ist der Gegenvektor des Vektors @ = | a,
as —a3 as
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Beispiel:  Man bestimme jeweils die Gegenvektoren zu @ und b .

1 R —2a
gegeben: @ = | -3 b=|(-1+a
4 3

Losung:

1 1 -1
a=|-3 = —ad=-(-3 = —ad= 3
4 4 —4
—2a —2a 2a
— — —
b=|-1+a = —b=—|-1+a = —b = 1—a
3 3 -3

3.1.2 Addition und Subtraktion von Vektoren

Zwei Vektoren werden komponentenweise miteinander addiert oder subtrahiert.

und

a by ay + by G
| +|b)=|atb |=|c
as b3 as aF b3 G
Cq by G — by a;
G|—|ba|=|c—b|=|a
C3 b3 €y — as
Beispiele: Man berechne jeweils:

o (303

Losung:
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3 2 -2 3 4 —1
“1|-={({1]--4])|={-1)-([5]=]|-6
SIRIANCINCINHEE)

3.1.3 Vervielfachen von Vektoren

Vektoren werden mit einer Zahl k vervielfacht, indem jede Komponente des Vektors
mit der Zahl multipliziert wird.

ai k - ax
k-ad=k-|a | =|k-a Vervielfachen eines Vektors

as /('03

Beispiele: 2
(1) Gegeben ist der Vektor @ = ( -3 ) ; man berechne 5 - @’
1
2 5.2 10
Losung: 5-1-=3=(5-(=3)]=1(-15
1 5-1 5
(2) Gegeben sind zwei Vektoren @ und b’ Man bestimme die ZahL  so,
dass gilt:
b=k-T
2 R 6
gegeben: @ = | -3 |; b =| —9
4 12
Losung: 2-k= 6 = k=3
—3-k=-9 = k=3
4-k= 12 = k=3
Kein Widerspruch = k=3
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3.1.4 Mittelpunkt einer Strecke
Gehoren zu den Endpunkten A und B einer Strecke die Ortsvektoren @ und b , SO
hat der Mittelpunkt der Strecke M den Ortsvektor: m = %(7 + 7

M
A

Bei Zerlegung in eine beliebige Anzahl n gleich langer Teilstiicke gilt fiir die Orts-
vektoren der Teilpunkte X;, Xz, ... Xp—1:

2:7—1—%-(7—0_)) k=1,...,n—1
Beispiele:
(1) Die Endpunkte A und B einer Strecke haben die Ortsvektoren @’ und

b. Man berechne den Ortsvektor m des Streckenmittelpunktes M.

-2 R 3
gegeben: @ = | 3|; b=| 2
5 4
2 3 1 0,5
Losung: m %[( 3)—1—( 2)]_%.(5)_(2,5>
5 —4 1 0.5

(2) Von einer Strecke AB sind der Anfangspunkt A und der Mittelpunkt M
und somit ihre Ortsvektoren @ und m gegeben. Bestimmt werden
soll der Ortsvektor zum Punkt B.

4
gegeben: A= (-2;3;1) m= ( 2)
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Losung:

= R 4 -2
b=2-m-1d = b =2 2] - 3
10
.
h = 1
-3

3.1.5 Lineare Abhdingigkeit von Vektoren

Man nennt zwei Vektoren @ und b voneinander linear abhdngig, falls wenigstens
einer der Vektoren eine Linearkombination (Vielfaches) der iibrigen Vektoren ist.
Zwei Vektoren @ und b sind genau dann linear unabhdngig, wenn es keine Gerade
gibt, zu der die Pfeile beider Vektoren parallel sind.

Voneinander linear unabhangige Vektoren

Beispiel:

(1)

Losung:

Man untersuche jeweils, ob die drei Vektoren @, b und ¢ von-
einander linear abhdngig sind.

. 1 R 3 ~ 2
gegeben: a=|(-1);b=(0|; ¢ = 2
2 1 -1

Zu [6sen ist ein lineares Gleichungssystem, bestehend aus drei Glei-
chungen mit drei Unbekannten (s. a. Kap. 3.3.2, S. 167)

1 3 2 0
r - -1 +1r- 0 +7r3- 2 = 0
2 1 -1 0



156 Lineare Algebra/Analytische Geometrie

somit:
L. rn+3rn+2r=0 /(=2)
II. —r + 2f3 =0
III. 2I’1+ r, — I’3:0
IV. 3I’2 +4r3:0 /5
V. —5r, — 513 = 0 / . (3)
5r; = 0
Es ergibt sich also die Lésung r; = r, = r; = 0. Dies bedeutet, dass
die drei Vektoren voneinander linear unabhangig sind.
1 . 4 2
(2) gegeben: @ =| 2 |;b=(0]; T=|-4
-3 1 7

Losung: Wiederum muss ein lineares Gleichungssystem geldst werden.

1 4 2 0
re|l 2)4+s- o+t [-4]=]o0
-3 1 7 0
somit:
I r+4s+ 2t=0 /.(fz)'69 /-3
II. 2r — 4t=0 | o
III. —3r+s+7t=0
IV. —8s—8t=0 /.13 '@
V. 1354+13t=0 /-(8) |
0=0
Setzt man t = 1, erhalt man durch Einsetzen in Gleichung V:s = —1

und durch Einsetzen in Gleichung I: r = 2.

(2;—1;1) ist eine von (0; 0; 0) verschiedene Losung, somit sind die
Vektoren voneinander linear abhdngig.
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3.1.6 Betrag eines Vektors

Der Betrag | @’| eines Vektors @ mit @’ = "PQ ist der Abstand der Punkte P und Q
voneinander.

a;
T = (az) = |'@| =\/a1?2 + a2 + a;? Betrag eines Vektors

Fir P = (p1;p2;p3) und @ = (g1; 25 g3) gilt:

‘P—d‘ — /(@1 =)’ + (@ — P2 + (g3 — ps)?

Beispiel:  Man bestimme die Lénge der Strecke AB.
gegeben: A =(2;4;7); B=(3;-1;1)

Lésung: )ﬁ) — G-+ (—) -4+ (1-7)

_ \/12 +(=5)% + (=6)% = V62 ~ 7,87

3.2 Skalarprodukt von Vektoren
3.2.1 Das Skalarprodukt

ax b1
Fiir zwei Vektoren @’ = (02) und b = (bg) wird die Zahl

as bs

a - by +a; - b, + as - b3 als das Skalarprodukt der beiden Vektoren @ und 7
bezeichnet.

Manschreibt: @ % b = ay- by +ay - by + as - bs

Beispiele: Zu berechnen sei das Skalarprodukt der beiden Vektoren @ und b.

2 1
(1) gegeben: a'=| 4 und b=|-2
-2 2
R 2 1
Losung: axb =] 4 |x|[-2
-2 2
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(2

Losung:

3)

Losung:

3
gegeben: 7—( 20) und
—a

=3 (-a)+2a-4+(=0) (-3) = -

3a+8a+3a=8a

2
Man bestimme im Vektor @ = (1) das x so, dass gilt: @ * b =0

X

-3
gegeben: b = 1
4

—
a

N
xb =0 =

2. (=3)+1-1+x-4=0 =

2
Somit lautet der gesuchte Vektor: @ = ( 1 )

5

Z

3.2.2 Rechenregeln fiir das Skalarprodukt

Fiir alle Vektoren @, b, € und alle reellen Zahlen r und s gilt:

(@)
(b)

(c)

Beispiele:

(1)

Trb=1bx+a
7*(7—}—?):7*?4—7*?
7*(?—?):7*7—7*?
(r-@)x(s-b)=r-s (7*b_))

Jeweils zu berechnen sei:

(3)- () (5)- (3

Kommutativgesetz

Distributivgesetz

wichtig:
«-Rechnung vor
Strichrechnung
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e (9031

=[4-(=2)+(-2)- (1) +3-5]+[4-2+(-2)-1+3-(-1)]
=9+3=12

-5 T/ 2 0,2\
(2) 3| x| —4|+(-04
6 L\ 5 0,5/ |
-5 T/ 2 0,2\ T -5 2,2
Losung: 3| x||—4]+]|-04 = 3 x| —4,4
6 L\ 5 05/ 6 55

(=5)-2,2+3-(—4,4)+6-55=838

3.2.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Fiir je zwei Vektoren @ und b (verschieden vom Nullvektor) und dem von ihnen
eingeschlossenen Winkel « gilt:

Winkel o zwischen @ und b :

axb=|a|-|b| cosa = cosa=———+
@] ||

Beispiele: Man berechne jeweils den Winkel o zwischen den beiden Vektoren
—
aund b.

4 3
(1) 7_< 2); F:<1)
-3 5

Losung: cosa =
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|4-342- ( 1)+ (=3)- | =51 <0157
\/42+22 \/32 Jr52 \/@~\/35 '
81°
. 0 - 0
(2) a=|1 b=1{0
0 1

0
) ()
. 1
Lésung: coso = T70\T T/0N1
. 0
1

B 0.0+1-0+0-1] 0]
V0T +17+07-1/00 407 +17 V1-V1

=0

a=90° Die Geraden stehen senkrecht aufeinander.

3.2.4 Orthogonale und parallele Vektoren
Fiir zwei Vektoren @ # bund b # 0gqilt:

und ? sind genau dann orthogonal (senkrecht) zueinander, wenn gilt:
—

b
d

*

crl H

un sind genau dann parallel zueinander, wenn gilt:

(r#0)

s =] =] 5|

=r.

|

Beispiele:

(1) Es sei zu iiberpriifen, ob die Vektoren @ und b orthogonal oder pa-
rallel zueinander sind.

3 n 10,5
0 0
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10,5 3
. — -
Losung: a=r-b = -35 =35-[-1
0 0
Somitsind @ und b parallel zueinander.
(2) Man bestimme x so, dass die Vektoren @ und b orthogonal zueinan-
dersind.
2 X
a = 1 b=\ -2
—4 -3
R 2 X
Losung: a x b =0 = 1]« -2]=0
—4 -3
2x—2+12=0 = 2x=-10 = x= -5
Fiir x = —5 sind die Vektoren @ und b orthogonal zueinander.

3.3 Lineare Gleichungssysteme

Eine Gleichung der Form 2x; + 7x, — 3x3 = 12 heil3t linear, wenn die Variablen
X1,X2,X3 nurin der ersten Potenz auftreten. Die Zahlen 2, 7 und -3 heilRen Koeffi-
zienten der Gleichung.

Ein lineares Gleichungssystem besteht aus mehreren solchen Gleichungen.

3.3.1 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Variablen

Zum Losen linearer Gleichungssysteme mit 2 Variablen gibt es drei Losungsverfah-
ren: das Einsetzungsverfahren, das Gleichsetzungsverfahren und das Additionsver-
fahren.

Die haufigste Anwendung findet das Additionsverfahren, da dieses auch bei der L6-
sung linearer Gleichungssysteme mit drei und mehr Variablen seine Anwendung
findet (GauR-Algorithmus).

3.3.1.1 Das Einsetzungsverfahren

Beim Einsetzungsverfahren wird eine der beiden Gleichungen nach der Variablen x
oder der Variablen y umgeformt. Der Term fiir die umgeformte Variable wird dann in
die andere Gleichung eingesetzt und diese Gleichung geldst. So erhdlt man den
Wert der ersten Variablen. Dieser Wert wird nun anstelle dieser Variablen in eine
der beiden urspriinglichen Gleichungen eingesetzt und man erhélt nach Lésen die-
ser Gleichung den Wert der zweiten Variablen.

Die Anwendung des Einsetzungsverfahrens ist giinstig, wenn eine Gleichung schon
nach einer Variablen umgeformt ist.



225

Stichwortverzeichnis

A

Ableitungen 61f., 73, 88, 91, 95, 99, 102,
104, 106

Ableitungsfunktionen 63

Ableitungsregeln 63

Abstand 146

-, paralleler Geraden 209

- Punkt - Ebene 204

- Punkt - Gerade 185

-, windschiefer Geraden 190 ff.

Achsenabschnittsform 180, 197

Achsensymmetrie 87, 94

Additionsverfahren 165

Ankathete 11

Asymptoten 69, 85, 99

-, horizontale 70, 93

-, schiefe 70, 93

-, vertikale 69, 93

B

Betrag 146
Binomische Formeln 5
Briiche, addieren 2

-, dividieren 3

-, erweitern 2

-, kiirzen 2

-, multiplizieren 3

-, subtrahieren 2
Bruchzahlen 2

c
Cramer’sche Regel 178

D

Definitionsliicken 67

Definitionsbereich 66

Definitionsliicken 66

-, stetig hebbare 66

Determinanten 175

-, dreireihige 176

Differenzialgleichung 1. Ordnung, lineare
113ff.

- n-ter Ordnung, lineare 116

Differenzialrechnung 54 ff.

Differenzierbarkeit 61

Distributivgesetz 158

Dodekaeder 28

Dreieck, allgemeines, Flachenberechnung 21

-, gleichschenkliges 13

-, rechtwinkliges 6 ff., 11f.

-, -, Flachenberechnung 21

Dreiecksberechnung 14 ff.

Drei-Punkteform 195

Dreisatzrechnung 3

DurchstoRpunkt 206

E

Ebene, Achsenabschnittsform 197
-, Drei-Punkteform 195

-, Hesse-Normalenform 201

-, Koordinatengleichung 196

-, Normalenform 199

-, parameterforme 193

-, Punkt-Normalenform 198 f.
Ebenengleichung 193
Einheitskreis 146
Einsetzungsverfahren 161
Euler'sche Darstellung 149
Euler'sche Formel 145 ff.
Exponentialfunktionen 52, 98 ff.
-, Eigenschaften 53
Extrempunkte 88, 91, 97, 100, 102
-, notwendige Bedingung 77

-, relative 79
Extremwertprobleme 107 ff.

F

Faktorisieren 51
Flachenberechnungen 19 ff., 125 ff.
Flacheninhalt 1

- zwischen zwei Kurven 130
Flacheninhaltsfunktion 120f.
Flachensatze 6 ff.

Funktion 84

-, Achsensymmetrie 87, 94
-, ganzrationale 84, 87

-, gebrochenrationale 84 f., 93
-, Hochpunkt 85

-, lineare 124

-, Punktsymmetrie 87, 94

-, Tiefpunkt 85

-, trigonometrische 102

-, Wendepunkt 85
Funktionen 32

-, hoherer Ordnung 42

-, lineare 32

-, quadratische 37 ff.
Funktionsgleichung 105, 107

G

GauRB-Algorithmus 167
Gegenkathete 11
Gegenvektor 151

Gerade 84

Geradengleichung 180, 189
-, Hauptform 34

-, Punktsteigungsform 34
-, Zweipunkteform 34
Gewicht 1
Gleichsetzungsverfahren 163
Gleichung, gemischtquadratische 41
- héherer Ordnung 50



226 Stichwortverzeichnis

-, lineare 36 Kugelgleichung 212
Gleichungssysteme 167 Kurvendiskussion 66 ff., 87
-, lineare 161 ff.
- mit einer Losung 167 L
- mit unendlich vielen Losungen 170 Lagebeziehung von Ebenen und Kugeln 221
- ohne Losung 170 - von Geraden 186
Grenzwerte 54 ff. - - - und Kreisen 215
-, h-Methode 57 - - - und Kugeln 219
-, Termumformung 56 - von Geraden und Ebenen 205
- von Punkten und Geraden 183
H - von zwei Ebenen 208
Hesse-Normalenform 180, 201, 203 Lange 1
Hochpunkt, Funktion 85 Logarithmen 30f.
-, hinreichende Bedingung 78 Logarithmengesetze 30
Héhensatz 9, 21 Logarithmusfunktionen, Eigenschaften 53
Hypotenuse 6 M
Maleinheiten 1
I Matrizen 171
Ikosaeder 28 —, Addition 172
Integrale, uneigentliche 138 -, Multiplikation 173 .
Integralfunktion 125 ff. -, Vervielfachen 173

Integralrechnung 119 ff.
Integration durch Substitution 137
- partielle 135 ff.
Integrationsgrenzen 127
Integrationsintervall 127

Matrizenschreibweise 171
Maximum, relatives 80
Minimum, relatives 80
Monotonie 76

N
K Naherungskurven 69 f.
Kathete 6 n-Eck, regelmaRiges, Flachenberechnung 23
Kathetensatz 8, 21 Normalenform 180, 199
Kegel 26 Normalparabel 37
Kegelstumpf 27 Nullstelle 37 ff., 128
Kettenregel 63, 65, 124 Nullvektor 151
Koeffizientenbestimmung 83, 104
Kommutativgesetz 158 0
komplexe Zahl 141 ff. Oktaeder 28
-, Division 148 Orthogonalitdt 35
-, konjugierte 147 Ortsvektor 151, 154, 181f., 193, 195
-, Multiplikation 148
Koordinaten, kartesische 142, 145, 147 P
Koordinatengleichung 180, 196 Parallelitdt 35, 189
-, Kreis 212 Parallelogramm, Flachenberechnung 20
-, Kugel 214 Parameter 83
Kosinus 10f. Parameterform 180f., 193
Kosinussatz 17 ff. Passante 215
Kreis, Flachenberechnung 22 Polarkoordinaten 143 ff., 147
-, Koordinatengleichung 212 Polstellen 67
-, Vektorgleichung 213 Polyeder, regelmdRiger 27
Kreisausschnitt 22 Polynomdivision 51
Kreisbogen 22 Potenzen 29
Kreise, Schnittpunkt zweier 217 Potenzfunktion 42, 52
Kreisgleichung 212 - mit natiirlichem Exponenten 45
Kreisring, Flachenberechnung 22 - mit negativen ganzzahligen Exponenten 47
Kreiszylinder 24 - mit ungeraden n 46, 48
Kriimmungsverhalten 73, 80 Potenzgesetze 29
Kugel 27, 214 Prisma 24
-, Koordinatengleichung 214 Produktintegration 135 ff.

-, Vektorgleichung 214 Produktregel 63 f.



Stichwortverzeichnis

227

Punkt-Ebene-Abstand 204
Punkt-Gerade-Abstand 185
Punkt-Normalenform 196, 198 f.
Punkt-Richtungs-Form 180
Punktsymmetrie 87, 94
Pyramide 25

Pyramidenstumpf 26
Pythagoras 6, 21

Q

Quader 24

Quadrat, Flachenberechnung 19
Quotientenregel 63 ff.

R

Rauminhalt 1

Rechteck, Flachenberechnung 19
Regel, Cramer'sche 178

- von Sarrus 177

Richtungsvektor 181f., 192 f., 195

S

Sarrus 179 f.

Sarrus’sche Regel 177

Schachbrettregel 176

Schnittkreis 221

Schnittpunkt 71 ff., 88, 90, 95, 99, 187, 190

- zweier Kreise 217

Schnittwinkel 35, 187

- zwischen Gerade und Ebene 206

Sekante 215

Sekantensteigung 61

Sektor 22

Sinus 10f.

Sinussatz 14 ff.

Skalarprodukt 157 ff., 202

-, Rechenregel 158

Stammfunktion 122 ff.

Steigung, Zwei-Punkte-Form zur Bestimmung
61

Stetigkeit 58

Strecken, Lange 36

-, Mittelpunkt 36, 154

Substitution 50

Substitutionsverfahren 137

Symmetrie 87, 94, 102

Symmetrieeigenschaft 68

T

Tangens 10f.

Tangente 215
Tangentengleichung 217

Tangentensteigung 62
Tangentialebene 221, 223
Tetraeder 27

Tiefpunkt 85

-, hinreichende Bedingung 79
Trapez, Flachenberechnung 20

u
Unterdeterminanten 175

v

Vektoren 202

-, Betrag 157

-, Addition 152

- im Raum 151

-, lineare Abhangigkeit 155

-, orthograde 160

-, parallele 160

-, Skalarprodukt 157 ff., 202

-, Subtraktion 152

-, Vervielfache 153

-, Winkel zwischen zwei 159
Vektorgleichung, Kreis 213

-, Kugel 214

Vielecke, Flachenberechnung 19 ff.
Viereck, allgemeines, Flachenberechnung 20
Volumen eines Drehkdrpers 139

w

Wachstumsverhalten 73
Wendepunkt 85

Wendepunkte 80, 89, 91, 98, 100, 103
-, hinreichende Bedingung 81

-, notwendige Bedingung 81
Wertebereich 37, 40, 66

Winkel zwischen zwei Ebenen 209
Wiirfel 23

Wurzel, n-te 50
Wurzelfunktionen 49

Wurzeln 29

z

Zahl -1, komplexe 141 ff.

-, —, Division 148

-, -, konjugierte 147

-, -, Multiplikation 148
Zahlenebene 141

Zeit 2

Zielfunktion 107 ff., 112
Zuordnungen, antiproportionale 4
-, proportionale 3
Zwei-Punkte-Form 180, 182



	Seiten aus 9783777626710-1-11
	Seiten aus 9783777626710-32-41
	Seiten aus 9783777626710-151-161
	Seiten aus 9783777626710-225-227



